
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکزات پیش اس آسهونۺ
 فزهبییس: ًِکبت سیز زقیقبً تَخ ِطوٌس است ثّظوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب زاٍؼلت گزاهی، ذَا

 است. ساعت ۴ٍ ٍقت آى  سؤال ۹تؼساز سؤالات ایي آسهَى 

 ضَز ًبم ٍ ًبم ذبًَازگی ذَز را حتوبً ثٌَیسیس.هی ُضوب زاز ِث ِپیص ًَیس ک ِز ثزگّثز رٍی 

ای ًٌَیسیس.ِیچ ػلاهت یب ػجبرت هطرصّغیز اس خَاة سؤالات  ِزر سیز ذػ چیي ثبلای پبسرٌبه 

ًوبیس.آٍری ٍ خوغ ِرا هلاحظ بّآىزاریس تب هسئَل هزثَغ ثتَاًس  ِی ذَز را زر زستزس ًگٍِ کبرًبه ِهؼزفی ًبه 

ریشی ًجبضس، هدبس است. ِقبثل ثزًبه ٌِسسی کْاس هبضیي حسبة ه ُاستفبز 

ثبضٌس، هدبس ًیست. ِز ضکل کّ ِث بّآلوبًبکب ٍ ّبی ًدَهی، اؼلسّاس خسٍل ُاستفبز 

ّ ِضَز. لذا آى را قجل اس ضزٍع آسهَى ث)ذبهَش یب رٍضي( ترلف هحسَة هی ُوزاّزاضتي تلفي  ُوزاٌّگبم آسهَى 

 یس.ّتحَیل ز ُهسئَل حَس

س ضس.ّاػلام ذَا ًُتبیح ایي آسهَى زر اٍاذز ذززاز هب 

است. ُضس ِیْت کامبیز خالقیی تطزیحی ایي آسهَى تَسػ آقبی ِپبسرٌبه 

 

 و پاسخ تشریحیسوالات  هدفترچ
 دوم همرحل

 1393لمپیاد ریاضی سال ی اهدور ومینسی و د

  -                                     ۶                                     ۳۶۰ 

 تذکزات آسهونۺ

 پژٍُ گزاهی، ذَاّطوٌس است قجل اس پبسد ثِ سؤالات آسهَى ثِ هَارز سیز تَخِ کٌیس:ظوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب زاًص

 است.دقیقه  ۳۶۰ٍ ٍقت آى  ی تشزیحیهسأله ۶ایي آسهَى ضبهل 

 حسبة زر ایي آسهَى غیز هدبس است.هبضیياستفبزُ اس 

 نیستّوزاُ زاضتي تلفي ّوزاُ )حتی ذبهَش( زر ؼَل سهبى آسهَى هدبس. 

ی سؤالات را ثب ذَز ثجزًس کِ تب پبیبى آسهَى زر خلسِ حعَر زاضتِ ثبضٌس.تَاًٌس زفتزچِ فقػ زاٍؼلجبًی هی 

 ًدبم ضسُ است.ای اجرایی ماخ کمیتهاًتطبر ٍ ثبستَلیس ایي سَالات تَسػ 

 

 

 

 استفاده از ماشین حساب ممنوع است.



 

۲     
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ػسز ترن هزؽ ثبضس. هی زاًین کِ هدوَػبً  31ثزًح ٍ  کیلَگزم 11سجس کبلا است. ّز سجس ثبیس ضبهل  111فزٍش گبّی هسئَل پرص  -1

 بز ــتز اس هقسار ی تز یب ثیص هزؽ زر سجسّب ٍخَز زارز ٍلی زر ثزذی سجسّب هقسار ایي زٍ کبلا کن ػسز ترن 3111کیلَگزم ثزًح ٍ  1111

خب  هزؽ آى زٍ سجس را خبثِ ثزًح ٍ ّز تؼساز ترنتَاًٌس زر ّز هزحلِ زٍ سجس را اًتربة ٍ ّز هقسار زلرَاُ  ضسُ است. کبرهٌساى فزٍضگبُ هی

 ّب را ثب ّن ثزاثز کزز؟ هزؽ ّوِ سجس ای، ثزًح ٍ ترن تَاى، ثب ضزٍع اس ّز ٍظؼیت اٍلیِ کن زر چٌس هزحلِ هی کٌٌس. زست

 

اًس کِ  ثِ ضکلی اًتربة ضسُ AB  ٍAD، ثِ تزتیت، رٍی اظلاع  N  ٍPهفزٍض است. زٍ ًقؽِ  ABCDهزثغ  -2

PN NC  ًِقؽ ٍQ ُذػ  رٍی پبرAN  ِؼَری اًتربة ضسُ کNCB QPN کٌیس:. ثبثت 

BCQ PQA1
2

 

 

yاػساز حقیقی ٍ ًبهٌفی  -3 x,  ٍz زاًین: هفزٍض ّستٌس. هی 

xy xz zy x y z( ) 2 2 22 
 ثبثت کٌیس:

x y z
xyz3 2

3
 

 

 ّبی ؼجیؼی هؼبزلِ سیز را ثیبثیس. توبم خَاة -4
nn mn m 

 

 

زٍ ػعَ هتوبیش آى ثبضٌس آًگبُ زست  a  ٍbگَیین زر صَرتی کِ ّز گبُ « تَاًب»را  Sسیز هدوَػِ ًبتْی اس اػساز حقیقی هثجت هبًٌس  -5

 ثبضٌس. Sػعَ  abیب  baکن یکی اس اػساز 

 یک هدوَػِ تَاًبی چْبر ػعَی هثبل ثشًیس. الف(

 ثبثت کٌیس یک هدوَػِ تَاًبی هتٌبّی؛ ثیص اس چْبر ػعَ ًسارز.ة( 

 

کٌس؛ زر  ّب ثِ ضکل ذبصی تغییز هی ثٌسی اًس ٍ زر پبیبى ّز ّفتِ گزٍُ اػعب ثِ تؼسازی گزٍُ تقسین ضسُ« ای هؼوبثبساى حزفِ»زر اًدوي  -6

 ک گزٍُ ـــــّب اس گزٍُ ذَز خسا ضسُ ٍ تطکیل ی گزٍُّبی  ضَز ٍ ّوِ ثْتزیي ّز گزٍُ یکی اس اػعب ثِ ػٌَاى ثْتزیي ػعَ هطرص هی

 nضَز. فزض کٌیس اًدوي  رٍز ٍ گزٍُ قجلی هٌحل هی زٌّس. اگز گزٍّی فقػ یک ػعَ زاضتِ ثبضس ّوبى ػعَ ثِ گزٍُ خسیس هی خسیس را هی

رسس کِ اس آى ثِ ثؼس تؼساز اػعبی توبم گزٍُ ّب حساکثز  ای فزا هی ػعَ زارز ٍ زر اثتسا ّوِ اػعب زر یک گزٍُ ثَزُ ثبضٌس. ثبثت کٌیس ّفتِ

n1  است. 2
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 ناهه تشزیحی پاسخ

 

صَرت زر   ّب زر یک سجس ثبضٌس. زر ایي هزؽ ای را زر ًظز ثگیزیس کِ زر آى ّوِ ترن است. اثتسا ٍظؼیت اٍلیِ 99راُ حل. پبسد هسئلِ  -1

 هزؽ ضًَس.  ّب زارای ترن هزحلِ لاسم است تب ّوِ سجس 99هزؽ هی ضَز. ثٌبثزایي حساقل  ّز هزحلِ حساکثز یک سجس خسیس زارای ترن

ػسز  31کیلَگزم ثزًح ٍ  11تَاى ّوِ سجسّب را زرست کزز. )زرست یؼٌی ضبهل  هزحلِ هی 99ین ثب ّز ٍظؼیت اٍلیِ زر کٌ اکٌَى ازػب هی

هزؽ را زر  تزیي تؼساز ترن اًس، سجسی ثب ثیطتزیي هیشاى ثزًح ٍ سجسی ثب ثیص هزؽ( زر ّز هزحلِ، اس ثیي سجسّبیی کِ ٌَّس زرست ًطسُ ترن

ػسز ترن هزؽ زارز. )هوکي است ایي زٍ سجس یکی  31کیلَگزم ثزًح زارز ٍ سجس زٍم حساقل  11س اٍل حساقل ًظز ثگیزیس. ثِ ٍظَح ثِ سج

 11تَاى یک سجس ثب زقیقبً  ثبضٌس، زر ایي صَرت ّویي سجس ٍ یک سجس زل ذَاُ زیگز را اًتربة کٌیس.( ثب خبثدبیی اخٌبس ثیي ایي زٍ سجس هی

سجس  99هزحلِ  99تَاى حساقل یک سجس را زرست کزز، پس اس  زؽ سبذت. ثٌبثزایي زر ّز هزحلِ هیػسز ترن ه 11کیلَگزم ثزًح ٍ زقیقبً 

 اًس، پس سجس آذز ًیش ذَز ثِ ذَز زرست ضسُ است. زرست ضسُ

 

PNقؽغ کٌس. ؼجق فزض  Eرا زر ًقؽِ  BCزّین تب ذػ  را اهتساز هی PQذػ  -2 NC  پس ،NPC PCN .

QPCزاًین  ّوچٌیي هی NCB اس خوغ ایي زٍ راثؽِ زر هی یبثین هثلث .EPC ي هثلث ــــالسبقیي است. زر ای هتسبٍی 

PSالسبقیي است  هتسبٍی EPCکٌین. چَى هثلث  را رسن هی CK  ٍPSّبی  ارتفبع CK اس ؼزفی .PS  ثزاثز ؼَل ظلغ هزثغ

CKاست پس  CB زر چْبرظلؼی .QBCK ِّبی  هدوَع ساٍیQBC  ٍCKQ  زرخِ است. زر ًتیدِ ایي چْبر  181ثزاثز

 ظلؼی هحبؼی است ٍ 

BCK AQP 
CQثِ حبلت ٍتز ٍ یک ظلغ  CKQ  ٍCBQالشاٍیِ  تَخِ کٌیس کِ زٍ هثلث قبئن CQ CK CB( , ّوٌْطت ّستٌس. ثٌبثزایي  (

QC  ًیوسبسKQB KCB,  ٍ است 

KCB AQP
BCQ

2 2
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 راه حل نخستۺ

xفزض کٌیس  y z  

x y z xy yz zx( )2 2 2 2  

x x y z y z yz( )2 2 21 2 2 2 0  

E 

B 

S 

C D 

P 

A 
Q 

K 

N 
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x y z y z y z yz y z yz y z yz y z( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2  

x y z  یبx y z  

xکِ ثب فزض  y z  تٌْب حبلتx y z  یب هؼبزلاتx y z yz2 زّس. حبل ثب خبیگذاری  رخ هیx  زر حکن

 رسین  ثِ ًبثزاثزی هؼبزل سیز هی

y z yz y z
y z yz yz( )32

2 2
3

 

yثزای اثجبت ًبثزاثزی ثبلا اثتسا فزض کٌین  ٍلی زر ایي حبلت حکن اصلی هسئلِ ٍاظح است چَى سوت راست صفز ٍ سوت چپ هثجت  0

yهربلف صفز است ) yاست. حبل فزض کٌیس  تقسین کٌیس ٍ فزض کٌیس  yثسیْی است( ٍ زٍ ؼزف حکن هؼبزل ثبلا را ثز  0
z
t

y
 

 پس ثبیس ثبثت کٌین:

t t
t t t( )32 2 2

2 1 2
3

  

 آیس: ٌّسسی ثِ زست هی-کِ ایي ّن ثب استفبزُ اس ًبثزاثزی حسبثی

t t t t t
t t

( ) ( )
( )232 2 2 1 1 2
2 1 2

3 3
  

t t t( )3 2 1 2  

 راه حل دومۺ

xفزض کٌیس  y z  

x y z xy yz zx( )2 2 2 2  

x x y z y z yz( )2 2 22 2 2 0 

x y z y z y z yz y z yz y z yz y z( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 

x y z    یب x y z  

xکِ ثب فزض  y z  تٌْب حبلتx y z یب هؼبزلات 

x y z yz2 

 رسین زر حکن ثِ ًبثزاثزی هؼبزل سیز هی xزّس. حبل ثب خبیگذاری  رخ هی

y z yz y z
y z yz( )yz32

2 2
3

  

فزض کٌیس 
y z

A
2

  ٍB yz  حبل چَىA B تَاى فزض کزز  ٌّسسی( هی-)ًبثزاثزی حسبثیA B e  ِکe زر  0

Aایي صَرت ثب خبیگذاری  B e رسین زر راثؽِ قجل ثِ هؼبزل سیز هی 

e
B B e B( ) 234
2 2 4 2

3
 

 رسین هؼبزل سیز هیحبل اگز زٍ ؼزف را ثِ تَاى سِ ثزسبًین ثِ حکن 

e
B B eB( )3 3 24
2 8 4

3
 



 
 

۵ 
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 اهب زارین:

e e e e
B B B B B B e B eB( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2 3 3 2 3 24 4 4 4
2 8 3 2 6 8 16 8 4

3 3 3 3
  

 پس راثؽِ هَرز ًظز ثبثت ضس.

 

4-  
 

 راه حل نخستۺ

tmثرص پذیز ًجبضس ٍ  nثز  kکٌین کِ  را ؼَری اًتربة هی tٍ ػسز صحیح ًبهٌفی  kػسز ؼجیؼی  kn  اثتسا( .t تزیي ػسز  را ثشرگ

گیزین.( ثب ایي خبیگذاری  زر ًظز هیtnثز  mرا ثزاثز حبصل تقسین  kپذیز ثبضس، سپس  ثرص tnثز  mگیزین کِ  صحیح ًبهٌفی زر ًظز هی

 زر تسبٍی اصلی ذَاّین زاضت
n tn m t knn m kn( ) 

 گیزین هی tnل ثِ فزخِ اس زٍ ؼزف رازیکب
n tn t k k ktn kn k n( ) 

 کٌین تقسین هی ktnزٍ ؼزف را ثز 

(1                )                                                       
n tn kt kn k 

tاگز  n  ُآًگبt t nm kn n n  پس ،
nm nn n ِزر ًتید ٍ 

nm n m nm n n m n n n n n1 1 
mٍ خَاة  n   آیس. ثِ زست هی 1

nاهب اگز  t  ُآًگبn t  ٍ هثجت استn tn kt  ػسزی صحیح. فزض کٌیسn ts n kt زر ایي صَرت ،s kn k اگز .

s sضَز، زر حبلی کِ ؼزف زیگز صحیح است. اگز  آًگبُ یک ؼزف تسبٍی اذیز ًبصحیح هی 0 kآًگبُ  0 کِ زر اًتْب ثزرسی  1

sضسُ. فزض کٌین  را ثطوبرز آًگبُ ایي ػسز اٍل تٌْب یکی اس زٍ ؼؽزف تسبٍی  n  ٍkصَرت اگز ػسز اٍلی تٌْب یکی اس  ، زر ایي0
s kn k ضوبرز کِ ایي هوکي ًیست. پس ػَاهل اٍل  هیn  ٍk اًس. فزض کٌیس  یکسبىr

r
n p p...1

1  ٍr

r
k p p...1

تدشیِ ایي  1

 زٍ ػسز ثِ ػَاهل اٍلطبى ثبضس، زر ایي صَرت

r rs k s s k k
r r

n k p p p p( ) ...( ) ( ) ...( )1 1

1 1 

 گیزین ّبی ّز ػسز اٍل زر زٍ ؼزف تسبٍی ًتیدِ هی اس ثزاثزی تَاى

i i
s k i
i i i i

i

k
p p s k

s
 

sاگز  k  ُآًگب
i i

 پذیز است کِ ذلاف فزض اٍلیِ است. ثرص nثز  kٍ زر ًتیدِ  

kاگز  s ُآًگب
i i

nپذیز است. پس  ثرص kثز  nٍ زر ًتیدِ   tn  ّن ثزk ( رازیکبل فزخِ 1پذیز است. اس زٍ ؼزف تسبٍی ) ثرص

k گیزین  هی 
n tn

t
kn k 

sًیست ثِ ًبچبر  nهعزثی اس  kزر ایي ػجبرت صحیح است ٍ  nچَى تَاى  0  ٍk n. یؼٌی  1 tn t  ، اهب 0
n tt n n n t1 
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 رسین. ٍ ثِ تٌبقط هی

 راه حل دومۺ

nاثتسا تَخِ کٌیس کِ اگز  mآًگبُ  1 mٍ خَاة  1 n nکٌین  آیس. اس ایي ثِ ثؼس فزض هی ثِ زست هی 1 . فزض کٌین  1

n
r mlog  زر ایي صَرت ،rm n ٍ 

n r rn m r n rnn m n n( ) 
nچَى   زر زٍ ؼزف ثزاثز ثبضس nّبی  ثبیس تَاى 1

(2                                   )                             n r n rn rn r n  

( اس زٍ ؼزف تسبٍی nاس ؼزفی ثب گزفتي لگبریتن )پبیِ 
nn mn m آٍرین ثِ زست هی 

(3                                 )                          
n

n
n

n
n m m r

m
log  

pnتسبٍی  p  ٍqٍ ػسزّبیی گَیب ٍ هثجت هثل  nلن. اگز ثِ اسای ػسزی ؼجیؼی هثل  q  ُثزقزار ضَز آًگبq  .ػسزی ؼجیؼی است 

اثجبت. فزض کٌیس 
a

p
b

  ٍ
c

q
d

 ّبی کسزی ایي زٍ ػسز گَیب ثبضٌس. زر ایي صَرت ًوبیص 

ba b
p a b bb

b

c c c
n q n n d c d c q N

d d d
 

p(، ثب فزض 1گَیبست ٍ ثٌبثز تسبٍی ) r(2ازاهِ راُ حل. ثٌبثز تسبٍی ) n r  ٍq r  زارینpn q  گَیب ثَزى .p  ٍq  ًِتید

 ػسزی ؼجیؼی است. rثبیس ػسزی ؼجیؼی ثبضس. یؼٌی  qاست. پس ثٌبثز لن،  rهستقین گَیب ثَزى 

rاگز  n  ُآًگبn rn n r1 پذیز ًیست. زر ًتیدِ تسبٍی اهکبى 

rاگز  n  ُآًگبn rn r1 .زر ًتیدِ ثبس ّن تسبٍی هوکي ًیست 

nاگز  r  ُآًگبn rr n nپس  1 r nکِ ذلاف فزض   1  است. 1

mزر ًتیدِ تٌْب خَاة  n  است. 1

 

, الف( -5 , ,
1 1 1

1
2 4 16

 ػعَی است: 4یک هدوَػِ تَاًبی  

x , ,

1 1 1
2 4 21 1 1 1 1

1 1
4 16 2 16 4

 

 ثِ زست آٍرز.( -ّوبًؽَر کِ زر ازاهِ ذَاّس آهس-تَاًبّبی  تَاى ثب تحلیل صَرت کلی هدوَػِ )الجتِ ایي هثبل را هی

 کٌین: اثتسا چٌس ذبصیت اسبسی ػول ثِ تَاى رسبًسى را یبزآٍری هی ة(

  ثزای ّز ػسز هثجتx  اػساز هثجت ٍx xa b a b,  

  اگز ػسز حقیقیa  ثبضس، هقسار  1ثیطتز اسxa  ثب افشایصx ضَز؛ ثِ ػجبرت زیگز، اگز  سیبز هیx y ،x ya a.  

  اگز ػسز حقیقی هثجتa  ثبضس، هقسار  1کوتز اسxa  ثب افشایصx ضَز. کن هی 

 رٍین. اثتسا یک لن: حبل ثِ سزاؽ حل هسألِ هی

 ثبضس. 1ٍ یک ػعَ کوتز اس  1سهبى ضبهل یک ػعَ ثشرگتز اس  ًوی تَاًس ّن. یک هدوَػِ تَاًبی هتٌبّی لن



 
 

۷ 
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ٍ ّن ضبهل ػعَی  1ٍخَز زارز کِ ّن ضبهل ػعَی ثشرگتز اس  Sفزض کٌیس چٌیي ًجبضس. زر ایي صَرت هدوَػِ تَاًبی هتٌْبی  اثبات.

زّین. )ثٌبثز هتٌبّی  ًوبیص هی bرا ثب  1عبی ثشرگتز اس ٍ کَچکتزیي ػعَ زر هیبى اػ aرا ثب  Sاست. کَچکتزیي ػعَ هدوَػِ  1تز اس  کَچک

aچٌیي اػعبیی ٍخَز زارًس.( زر ًتیدِ  Sثَزى  b1 زارین .ba a a1 اهب ،a  َکَچکتزیي ػعS  است، پسba تَاًس زر  ًویS 

abؼَر  ثبضس. ّویي b b b0 ثبضس. پس ّیچ یک اس زٍ  Sتَاًس زر  ّن ًوی abًیست، پس  bٍ  1ضبهل ػعَی ثیي  S، اهب  11

 کٌس. را ًقط ٍ لن را ثبثت هی Sقزار ًسارًس ٍ ایي تَاًب ثَزى ba ٍabػسز 

ّستٌس ٍ ًَع زٍم  1ّبیی ّستٌس کِ ّوِ اػعبی آًْب ثیطتز یب هسبٍی  ّبی تَاًبی هتٌبّی، زٍ ًَع ّستٌس. ًَع اٍل آى ثِ لن، هدوَػِثب تَخِ 

 ّستٌس. 1ّبیی ّستٌس کِ ّوِ اػعبی آًْب کوتز یب هسبٍی  آى

ػعَ ثبضس. ّوچٌیي  3هدوَػِ تَاًبیی اس ًَع اٍل ٍ ثب ثیص اس  Sفزض کٌین 
n

a a a...1 ثبضٌس. اس  Sزر  1اػعبی ثشرگتز اس  2

nثیطتز است ٍ زر ًتیدِ  nًسارز، تؼساز اػعبی آى حساکثز یکی اس  1ػعَ کوتز اس  Sآًدبیی کِ  i. ثزای ّز 3 n1  ،i
a
n
a  اس

n
a 

nکٌس کِ  ایدبة هی Sگیزز. پس تَاًب ثَزى  قزار ًوی Sثیطتز است، پس زر 
a
i
aثبضس. حبل 

n n n
a a a

n
a a a a...1 1 2 1 

N  زر  1ػعَ ثشرگتزS  ّستٌس، اس ؼزف زیگز
n

a a...1  زر  1ّوِ اػعبی ثشرگتز اسS ثَزًس، پس 

n n n
a a a

n n
a a a a a a, ,...,2 1 3 2 10 

 ٍخَز ًسارز. ثِ ؼزیق هطبثِ: Sاست ٍ چٌیي ػسزی زر  a1  ٍa2را زر هَرز  Sحبل ثیبییس تَاًب ثَزى 

n
a a

n n n n
a a a a1

1 1 1 

aپس 
n
a 1

 ػعَ زارًس. 3ّبی تَاًبی ًَع اٍل حساکثز  گیزین کِ هدوَػِ تَاًس تَاًب ثبضس ٍ ًتیدِ هی ًوی Sقزار ًسارز. پس  Sّن زر  1

ػعَ ٍ  4یک هدوَػِ تَاًبی هتٌبّی اس ًَع زٍم ثب ثیص اس  Sحبل فزض کٌیس 
n n

a a a...1 زر آى ًجبضٌس. پس  1اػعبی کوتز اس

n  است.  4حساقل
n
a iپس ثزای  1

a
n n n n
a a a a i n,0 11 i. پس  1

a
n
a  زرS  ٍ قزار ًسارزn

a
i
a َػعS :است. زارین 

n n n
a a a

n
a a a a a...1
1 1 1 2 1 1 

 ٍ زر ًتیدِ هطبثِ استسلال حبلت قجل زارین

n n n
a a a

n n
a a a a a a, ,...,2 1 3 2 10 

 ٍ یب هؼبزلاً 

n n n
a a a

n n n n
a a a a a a, ,...,

1 1 1

1 2 1 1 2 

پس اگز 
n
a  را ثبa  ًطبى زّین، اػعبیS :ثِ صَرت سیز ّستٌس 

a aa a a...
2

1 1

 
حبل تَخِ کٌیس کِ 

n
a 1  ، پس 1

nn
aa

n n n
a a a 2

1 1 1 

nپس 
a
n
a 1

 قزار زارز ٍ چَى Sزر  2

n n
a a
n n n
a a a1

2 2 1 

n
a
n n
a a1

 پس زارین:2
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a
n

a a
a a a
n
a a a a a

( / )/
/

1
2 1 2

1 1
2 

aa
1

2
1 

aکِ ثب تَخِ ثِ ایي کِ  پس  1
a

1
2 aٍ زر ًتیدِ  0

1
2

. پس 
n n n
a a a, ,1 2

1 1 1
2 4 16

n. حبل  پس  4

n 3 1  ٍ
n n
a a23 2 8

1

2
. حبل ضزغ تَاًب ثَزى را ثزای 

n
a 2  ٍ

n
a  کٌین: ثزرسی هی 3

n
a

n n
a a

8

3

1 1
4 2

24 4

1 1 1
1

2 2 2
 

 ؼَر ّویي

n
a
n
a 2

1 1
16 2

3 8

1 1 1
1

2 22
 

nپس ّیچ یک اس زٍ ػسز 
a
n
a 3

2 ٍn
a
n
a 2

ػعَ  4ّبی تَاًبی ًَع زٍم حساکثز  ضَز. پس هدوَػِ قزار ًسارًس ٍ ضزغ تَاًب ثَزى ًقط هی Sزر 3

 زارًس.

 ػعَ زارز. 4پس ّز زٍ ًَع هدوَػِ تَاًبی هتٌبّی حساکثز 

 

6-  
 

 راه حل نخستۺ

,kگزٍُ ثب اػعبی  kپیص اس ّز سرٌی اثتسا ثِ ایي ًکتِ ٍاظح ٍ کلیسی زقت کٌیس کِ اگز  ,..,1 گزٍُ ثب  kزاضتِ ثبضین، زر هزحلِ ثؼس ّن  2

,kاػعبی  ,..,1  ذَاّین زاضت. حبل ثِ حل سَال تَخِ کٌیس.2

: اگز لن
k

n
2

ّوَارُ پس اس  
k

2
kحزکت، زر ًْبیت   iکِ  iگزٍُ ذَاّین زاضت کِ ثِ اسای ّز  1 k1  گزٍّی ثبi  َػع

 هَخَز ثبضس.

k: ثزای اثبات لن kثسیْی است ٍ ثزای  2 nًیش زارین  3
3

3
2

کِ پس اس یک حزکت ثِ حبلت یک گزٍُ یک ًفزُ ٍ یک  

 رسین. گزٍُ زٍ ًفزُ هی

kکٌین حکن استقزا ثِ اسای ّز  فزض هی m1  ثزقزار ثبضس، حبل حکن را ثزایk m کٌین. ثٌبثزایي فزض کٌیس گزٍُ  اثجبت هی 1

اصلی گزٍّی ثب 
m 1

2
ػعَ ثبضس. ؼجق فزض استقزا پس اس  

m

2
mحزکت،   کِ  iگزٍُ خسیس ذَاّین زاضت کِ ثِ اسای ّز  1

i m1 ػعَ هَخَز ثبضس. ظوٌبً تؼساز اػعبی گزٍُ اصلی ّن ثزاثز ثب  iگزٍّی ثب  1
m m

m
1

2 2
است. ثٌبثزایي حکن ثب  

 استقزا اثجبت ضس.
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رٍین: فزض کٌیس  حبل ثِ اثجبت ثبقیوبًسُ سَالات هی
k

n t
2

ثِ ؼَری کِ  
k

n
1

2
ای ٍخَز  هزحلِذَاّین اثجبت کٌین  هی 

ًفز است. ثزای ایي کبر ّن ثِ سبزگی هبًٌس اثجبت لن ثبلا فزض کٌیس  nزارز کِ اس آى ثِ ثؼس تؼساز اػعبی ثشرگتزیي گزٍُ 
k 1

2
هؼوبثبس  

زارین کِ 
k k

t
1

2 2
تب اس آًْب ػعَ فزػی ٍ ثقیِ اصلی ّستٌس. )زر ٍاقغ تؼسازی ػعَ فزػی اظبفِ ًوَزین.( زر ّز هزحلِ ّن  

ای  زاًین هزحلِ ثبسًس!(. ؼجق لن هی ثبضس )اػعبی فزػی تب خبی هوکي اس ّوِ هی اٍلَیت ثززاضت ػعَ اس ّز گزٍُ ثب اػعبی اصلی آى گزٍُ هی

iز ٍخَز زارز کِ اس آى ثِ ثؼس ثِ اسای ّ k1  گزٍّی ثب ،i  ػعَ ٍخَز زارز. زر ّز هزحلِ تؼساز اػعبی ّز گزٍُ اسk ضَز ٍ  ثیطتز ًوی

ضَز. پس حکن ثِ ایي صَرت ًتیدِ  ثیطتز ًوی kثسٍى زر ًظز گزفتي اػعبی فزػی ّن ایي حکن زرست است. ثٌبثزایي تؼساز اػعبی اصلی اس 

 ضَز: هی

k k kk k
n t

2 1

2 2 22
 

k k n k n k n n( )2 21 1 1
2 2 2 2 1

4 2 2
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تبیی اس زٍایز زاضتِ ثبضین ٍ زر ّز هزحلِ اس ّز زستِ یک زایزُ  nتَخِ کٌیس کِ سَال هؼبزل ایي است کِ ثبثت کٌین اگز زر اثتسا یک زستِ 

n2ای فزا ذَاّس رسیس کِ اس آى هزحلِ ثِ ثؼس، ّز زستِ ضبهل حساکثز  ای خسیس ایدبز کٌین، هزحلِ اًتربة کززُ ٍ ثب آًْب زستِ زایزُ  1

 ثبضس.

زّین ٍ زر اًتْب ضَْزی کِ ارائِ زازّین را زقیق  تؼزیف کززُ ٍ ضَْزی کلی اس اثجبت ارائِ هی تز ثبضس تؼسازی ثزای ایي کِ راُ حل قبثل فْن

 کٌین. هی

ّب گَیین ثِ ؼَری کِ ّز زستِ ثِ ضکل ستًَی اس زٍایز ثبضس  ثٌسی را ًوبیطی اس زایزُ ایي زستِ« قیبفِ»ثٌسی اس زٍایز،  : ثزای ّز زست1ِتؼزیف

 3،  9،  3ثٌسی ) ( را زر سوت راست ٍ قیبفِ زستnِزٍایزضبى هزتت ضسُ ثبضٌس. زر ضکل سیز قیبفِ زستِ ثٌسی )ّب ًیش ثز حست تؼساز  ٍ ستَى

 ثیٌیس. ( را زر سوت چپ هی1، 
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ضبهل « kپلکبى ثِ ؼَل »: یک 2تؼزیف
k 1

2
,kّبی  ّب زر زستِ زایزُ است ثِ ؼَری کِ زایزُ  , , ,...,1 2 3  تبیی قزار زاضتِ ثبضٌس. 4

t)کِ « tٍ تبج  kپلکبى ثِ ؼَل »: یک 3تؼزیف k پلکبًی ثِ ؼَل )k  ِاست کِ ثt ُاین. زر ًتیدِ ضبهل  زستِ ثشرگتز آى زایزُ اظبفِ کزز

k
t

1

2
kّبی  زایزُ است کِ زر زستِ  t k t k k, ,..., , ,..., ,1 2 2 tاًس. اگز  تبیی قزار گزفتِ 1 k پلکبى ثِ ؼَل  1

k  تبج ٍt  را ّوبى پلکبى ثِ ؼَلk  است. kیک پلکبى ثِ ؼَل  0ٍ تبج  kگیزین. پس پلکبى ثِ ؼَل  زر ًظز هی 1

زایزُ است کِ اگز  mثٌسی ضبهل  زستِ« زایزُ mسبذتبر پلکبًی ثب »: یک 4تؼزیف
k k

m
1 2

2 2
ثٌسی ثِ ضکل  ایي زستِ 

ٍ تبج  kپلکبًی ثِ ؼَل 
k

m
1

2
 ثبضس. 

t)کِ « rٍ خبیگبُ tٍ تبج  kپلکبى ثِ ؼَل »: یک 5تؼزیف k ّبی  ( پلکبًی ثب زست1ِ
k

x x x, ,...,0 ثبضس( کِ اگز  1تَاًس  هی x0است ) 1

k i  ًِثِ پیوبk rػعَ هدوَػِ  1 r r t, ,...,1 ثبضس  1
i
x i ٍ زر غیز ایي صَرت  1

i
x i پس پلکبى ثِ ؼَل .

k  تبج ٍt  ُیک پلکبى ثِ ؼَل  1ٍ خبیگبk  تبج ٍt  .است 

ٍ قیبفِ یک پلکبى ثِ  9، قیبفِ یک سبذتبر پلکبًی ثِ ؼَل 2ٍ تبج  3، قیبفِ پلکبى ثِ ؼَل 3ضکل سیز اس راست ثِ چپ قیبفِ یک پلکبى ثِ ؼَل 

 زّس. را ًطبى هی 5ٍ خبیگبُ  2ٍ تبج  3ؼَل 

 
کٌس: سؽز پبییٌی خسا ضسُ ٍ ثِ یک ستَى  ثٌسی ثِ ایي ضکل تغییز هی زر ّز هزحلِ قیبفِ زستِثٌسی زاضتِ ثبضین،  : چٌبًچِ یک زست1ًِکتِ

( ثِ ایي ضکل تغییز 2،  1،  4گیزز. ثزای هثبل قیبفِ زستِ ) ضَز. سپس ثز حست تؼساز زٍایزش زر خبیگبُ هٌبست قزار هی خسیس تجسیل هی

 کٌس: هی

 

اکٌَى فزض کٌیس 
a a

n
1 2

2 2
  ٍ

a
b n

1

2
nّب اس هزحلِ  ذَاّین اثجبت کٌین زایزُ زر ازاهِ راُ هی  a ثِ  1

 ضًَس. ّب ثب الگَی ذبصی تکزار هی ثؼس هبًٌس ضکل خوغ ضسُ ٍ قیبفِ
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 پززاسین. حبل ثِ اثجبت زقیق هی

lام ) l: زر هزحلِ 1ازػب nِثٌسی ضبهل یک سبذتبر پلکبًی ثب  (، زستl  زایزُ ثِ ّوزاُ یک زستِ ثبn l .زایزُ است 

کٌین کِ  اٍلیي ػول ٍاظح است. ثزای اثجبت گبم استقزا تَخِ هیکٌین. پبیِ استقزا ثب تَخِ ثِ  حکن را ثبثت هی lاثجبت ازػب: ثِ استقزا رٍی 

lؼجق فزض استقزا زر هزحلِ  lثٌسی ضبهل یک سبذتبر پلکبًی ثب  ام، زستِ 1 nزایزُ ثِ ّوزاُ یک زستِ ثب  1 l زایزُ است.  1

 زارین:حبل زٍ حبلت 

ٍخَز زاضتِ ثبضس کِ  kحبلت ًرست: 
k

l
1

1 1
2

k. زر ایي حبلت پلکبًی ثِ ؼَل   kٍ تبج  1 ّب ثِ  زارین پس زستِ 1

kؼَل  l, ,.., ,n2 3 1 ,ّب ثزاثز  ّستٌس. کِ زر ّز هزحلِ ثؼس زستِ 1 , ,...,k ,k ,n l1 2 3 2 ذَاّس ضس. کِ ایي یک پلکبى ثِ  1

kؼَل ثِ ؼَل  nثِ ّوزاُ یک ستَى ثب  1 l  زایزُ است. پس زر ایي حبلت هزحلِ ثؼس حبٍی یک ستَى ثبn l0  زایزُ ٍ یک

 تبیی است. lسبذتبر پلکبًی 
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حبلت زٍم: 
k k

k l
1

1
2 2

kزر ایي حبلت سبذتبر پلکبًی ثِ ضکل یک پلکبى ثِ ؼَل   ٍ تبج ثِ ؼَل ًبهٌفی ٍ کن تز اس  1

k ّب ثِ ضکل  است. پس ؼَل زستِ 1ای ثِ ؼَل  است. پس زر ایي حبلت پلکبى ضبهل زستِ 1

k t k t n l( , , ,...),1 1 1 kیب  kاست )ؼَل ثشرگتزیي زستِ سبذتبر  1 است.( حبل ثب حذف یک زایزُ اس ّز زستِ ٍ  1

kّبی هَخَز ثِ ضکل  ضَز ٍ زستِ ایدبز هی kای ثِ ؼَل  ّبی خسیس زستِ ایدبز زستِ t k t k n l( , ..., , ,..., ),0 ذَاٌّس  2

nزایزُ ثِ ّوزاُ یک ستَى ثب  lذَاّس ثَز.( کِ ایي یک سبذتبر پلکبًی ثب  2یب  1ثَز )ؼَل کَچکتزیي زستِ سبذتبر  l0 .زایزُ است 

 
 ضَز. پس زر ّز زٍ حبلت حکن استقزا را ًتیدِ گزفتین ٍ ایي هَخت اثجبت ازػب هی

nثزای ّز  1زاًین کِ ازػبی  حبل هی l  زرست است. پس ایي حکن ثزایl n a  ًیش زرست است. 1

nپس زر هزحلِ  a nیک سبذتبر پلکبًی ثِ ؼَل  1 a aٍ یک ستَى ثِ ؼَل 1 زارین. اس آًدبیی کِ  1

a a
n

1 2

2 2
پس  

a a
n a

2
1

2 2
aزّس کِ سبذتبر پلکبًی، پلکبًی ثِ ؼَل  ًطبى هی کِ ایي  ٍ تبج  1

aای اس  کٌین کِ پس اس ایي، ؼَل ّیچ زستِ ( ذَاّین زاضت. ازػب هیaثِ ؼَل هثجت )ضبیس  ّبی  ضَز. ثزای اثجبت کل زایزُ ثیطتز ًوی 1

aکٌین تب یک پلکبى ثِ ؼَل  هَخَز را آثی کززُ ٍ تؼسازی زایزُ قزهش رٍی پلکبى اظبفِ هی ، پلکبى ثِ ؼَل 1ایدبز کٌٌس. ثب تَخِ ثِ ًکتِ 1

a aگبُ ثیطتز اس  ّب ّیچ ّبی قزهش ٍ آثی، ؼَل زستِ زر قیبفِ ضبهل زایزُ ضَز. پس پس اس ّز هزحلِ ثِ ذَزش تجسیل هی 1 ضَز.  ًوی 1

ّبی آثی  ّبی قزهش ّیچ تأثیزی زر سبذتبر زایزُ ضَز کِ زایزُ ّبی قزهش را زر ثبلای ّز زستِ قزار زّین ًتیدِ هی حبل اگز زر ّز هزحلِ زایزُ

aتز هسبٍی  ّبیطبى ّوَارُ کن ّبی آثی زر زستِ زایزُ ًسارًس ٍ زر ًتیدِ تؼساز  است. 1

 
 حبل تَخِ کٌیس کِ
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n2تز اس  پس تؼساز زایزُ ّبی زرٍى ّز زستِ ّوَارُ کن  است. 1

nّب را پس اس هزحلِ  ثٌسی حل سَال رفتِ ٍ سبذتبر زستِ ذَاّین کوی فزاتز اس راُ اکٌَى هی a ًیش ثِ زست ثیبٍرین. تَخِ کٌیس کِ زر  1

a: زر هزحلِ 2اًس. ازػب تطکیل زازُ 1ٍ خبیگبُ  bٍ تبج  aّب یک پلکبى ثِ ؼَل  ثٌسی ایي هزحلِ زستِ n r1  پلکبًی ثِ ؼَلa  تبج ٍ

b  ُخبیگب ٍr .ذَاّین زاضت 

rاست. ثزای تکویل گبم استقزا فزض را ثزای  1سًین. پبیِ ّوبى ًتیدِ ازػبی  استقزار هی rاثجبت ازػب: ثزای اثجبت ازػب رٍی  زر ًظز گزفتِ  1

 گیزین. ٍ زٍ حبلت را زر ًظز هی

aثِ پیوبًِ  aحبلت ًرست:  rػعَ هدوَػِ  1 r r t, ,...,1 2 زارین ٍ ثب تَخِ  aًجبضس. زر ایي حبلت یک پلکبى ثِ ؼَل  2

 aزارای صفز زایزُ است. پس قیبفِ ایي زستِ ثٌسی زارای  rٍ خبیگبُ  bٍ تبج  aزر تؼزیف پلکبى ثِ ؼَل  x0ثِ فزض ایي حبلت، هدوَػِ 

ّب ٍ ایدبز زستِ خسیس زستِ  زایزُ پبییٌی است ٍ ثب خسا ًوَزى ایي زایزُ
a
x  زارایa  ِزایزُ ذَاّس ثَز. ّوچٌیي ثب تَخِ ثِ ایي کِ زست

i
x 

ثِ خبی زستِ 
i
x aتَاًین ازػب کٌین کِ زر زستِ ثٌسی خسیس اگز  قزار گزفتِ است هی 1 j  ًِثِ پیوبa ػعَ هدوَػِ  1

r r r t, ,...,1 ثبضس  1
j
x j ٍ زر غیز ایي صَرت  1

j
x j  پس زر هزحلِ ثؼسی پلکبى ثِ ؼَل .a  تبج ٍb  ُخبیگب ٍr 

 ذَاّین زاضت.

aثِ پیوبًِ  aحبلت زٍم:  rػعَ هدوَػِ  1 r r t, ,...,1 2 زارین ٍ ثب تَخِ ثِ  aثبضس. زر ایي حبلت یک پلکبى ثِ ؼَل  2

aثٌسی زارای  زایزُ است. پس قیبفِ ایي زستِ 1زارای  rٍ خبیگبُ  bٍ تبج  aزر تؼزیف پلکبى ثِ ؼَل  x0فزض ایي حبلت، هدوَػِ  1 

ّب ٍ ایدبز زستِ خسیس زستِ  زایزُ پبییٌی است ٍ ثب خسا ًوَزى ایي زایزُ
a
x  زارایa زایزُ ذَاّس ثَز. ّوچٌیي ثب تَخِ ثِ ایي کِ  1

زستِ 
i
x  ِثِ خبی زست

i
x aثٌسی خسیس اگز  تَاًین ازػب کٌین کِ زر زستِ قزار گزفتِ است هی 1 j  ًِثِ پیبa ػعَ هدوَػِ  1

r r r t, ,...,1 ثبضس  1
j
x j ٍ زر غیز ایي صَرت  1

j
x j پس زر هزحلِ ثؼسی پلکبى ثِ ؼَل .a  تبج ٍb  ُخبیگب ٍr 

 ذَاّین زاضت.

aتَاًین ازػب کٌین کِ پس اس هزحلِ  ًیش ثبثت ضس. اکٌَى هی 2پس ازػبی  n aّب ثِ ًظن ٍاظحی ّز  ثٌسی زستِ 1 هزحلِ تکزار  1

nضًَس ٍ چَى پیص اس هزحلِ  هی a aزستِ ای ثِ ؼَل  1 nزاضتین، پس هزحلِ  2 a ایست کِ ایي تٌبٍة  اٍلیي هزحل1ِ

nّب پس اس هزحلِ  ثٌسی ی زستِ ضَز. پس قیبفِ ضزٍع هی a  هبًٌس ضکل سیز ذَاّس ثَز:1

 


